Votar : no tan fàcil com sembla, però podríem fer-ho millor! by Mora Giné, Xavier
MAT 2
MATerials MATema`tics
Volum 2010, treball no. 1, 35 pp. ISSN: 1887-1097
Publicacio´ electro`nica de divulgacio´ del Departament de Matema`tiques
de la Universitat Auto`noma de Barcelona
www.mat.uab.cat/matmat
Votar: no tan fa`cil com sembla,
pero` podr´ıem fer-ho millor!
Xavier Mora
El problema de l’eleccio´ social
En pra`cticament qualsevol tipus d’activitat soci-
al sorgeix la convenie`ncia de combinar diverses pre-
fere`ncies individuals en una decisio´ col.lectiva. Per
exemple, suposem que un cert grup social ha de
designar una persona que representi aquest grup en
certs afers; t´ıpicament hi haura` diversos candidats,
els quals poden ser objecte de prefere`ncies molt va-
riades per part dels electors, pero` cal adoptar una
decisio´ comuna per a tots. En altres casos, les opci-
ons que hi haura` sobre la taula no seran candidats
a un ca`rrec, sino´ propostes d’actuacio´ o altres tipus d’objectes. En lloc de
seleccionar una sola opcio´ com la me´s preferida, de vegades pot interessar
seleccionar-ne me´s d’una, o be´ ordenar-les totes de millor a pitjor, o pot-
ser combinar-les en unes proporcions adients. En qualsevol cas, el problema
sorgeix des del moment que hi pot haver una diversitat de prefere`ncies indi-
viduals a partir de les quals convingui definir una sola prefere`ncia col.lectiva.
Per a molta gent, aquest problema no te´ cap dificultat: nome´s cal “fer
una votacio´”. Amb aixo` s’ente´n t´ıpicament que cada individu doni a cone´ixer
la seva opcio´ preferida i que cada opcio´ sigui valorada segons el nombre d’in-
dividus que la recolzin. En general s’admet com a obvi que tal procediment
resol el problema de manera prou satisfacto`ria, o si me´s no, que no hi ha
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manera de fer-ho millor. Pel que fa al paper de les matema`tiques, no sembla
que pugui ser me´s trivial, ja que nome´s es tracta de comptar.
Aquesta sensacio´ de simplicitat e´s correcta quan nome´s hi ha dues op-
cions. Pero` quan n’hi ha me´s de dues, llavors el problema e´s bastant me´s
complex del que s’acostuma a creure.1 Si es rebutja el dogma i s’adopta un
esperit cr´ıtic, de seguida es descobreixen paradoxes, o en tot cas, situacions
on me`todes aparentment raonables donen lloc a resultats que clarament no
ho so´n. Aixo` obliga a definir amb precisio´ que` entenem per “raonable” i a
analitzar amb rigor quins me`todes compleixen o no certes propietats de “ra-
onabilitat”. A aquest efecte resulta molt u´til el raonament matema`tic. Tot
plegat do´na lloc a una disciplina, cultivada especialment pels economistes,
que es coneix com a teoria de l’eleccio´ social. Aquesta disciplina te´ ja uns
segles d’histo`ria, pero` avui dia encara e´s objecte d’avanc¸os prou significa-
tius. Val a dir que aquests avanc¸os recents connecten amb certs moviments
internacionals de reforma de la democra`cia (vegi’s per exemple [1, 10]).
Aquest article te´ un doble objectiu. D’una banda, volem fer veure com
efectivament el problema no e´s pas una trivialitat, sino´ que te´ molt de sentit
adoptar un punt de vista matema`tic, amb definicions precises i demostracions
rigoroses. D’altra banda, tambe´ volem incidir en les implicacions pra`ctiques
d’aquesta ana`lisi. En particular, veurem com els me`todes de votacio´ me´s
senzills tenen defectes importants que podrien ser corregits mitjanc¸ant la uti-
litzacio´ d’altres me`todes me´s elaborats. Un tema relacionat que no tocarem
aqu´ı e´s la problema`tica especial que sorgeix en les eleccions parlamenta`ries a
causa de l’agrupacio´ dels candidats en partits i de l’estructuracio´ de l’electo-
rat en circunscripcions. Per a aquest tema referim el lector a [2, 3], aix´ı com
[18, cap. 15] i [5, cap. 4–6].
Malgrat el punt de vista matema`tic, intentarem mantenir-nos el me´s a
prop possible del llenguatge ordinari, amb la intencio´ de poder arribar a una
audie`ncia el me´s a`mplia possible. D’altra banda, cal avisar que alguns dels
termes que usarem no so´n esta`ndard. Aixo` es deu senzillament a que en
molts casos no hi ha pas una terminologia esta`ndard (la qual cosa s’ha de
tenir en compte sempre que es llegeixin obres sobre el tema).
1Inclu´s en el cas en que` formalment la votacio´ nome´s contempla dues opcions, de
vegades pot haver-hi una abstencio´ que respongui a terceres opcions no plantejades, de
manera que encara poden ser rellevants algunes de les idees que es discuteixen en el present
article.
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1 Vot uninominal : tradicional i senzill, pero`
insatisfactori
La manera tradicional d’abordar el problema que ens ocupa consisteix en de-
manar a cada individu que es pronunci¨ı per una sola opcio´. Per a distingir-
lo d’altres possibilitats que considerarem me´s avall, en el que segueix ens
referirem a aquest tipus de vot com a vot uninominal . Un cop recollits els
vots, es compta quants n’ha obtingut cada opcio´, i el nombre resultant, o el
corresponent percentatge, s’adopta com a mesura del grau d’acceptacio´ col-
lectiva d’aquella opcio´. Per tant, si el col.lectiu en qu¨estio´ ha d’optar per una
sola d’elles, llavors correspon prendre la que hagi obtingut me´s vots. Aquesta
condicio´ de tenir un suport superior a qualsevol altra opcio´ s’acostuma a
denominar majoria simple , o be´ majoria relativa .2
El me`tode que acabem de descriure e´s extremadament senzill i forc¸a na-
tural . . . Pero` quan hi ha me´s de dues opcions el seu resultat pot ser molt
desencertat. Per exemple, suposem que tenim set opcions, a,b ,c ,d,e ,f ,g ,
i que la primera d’elles ha obtingut el 40% dels vots, mentre que les altres
n’han obtingut cadascuna un 10%. Segons el que hem dit, la victo`ria cor-
respon clarament a l’opcio´ a. Imaginem pero` que els votants expressessin
no solament l’opcio´ que els agrada me´s, sino´ tambe´ la que els agrada menys.
Doncs be´, podria donar-se el cas que els votants que han repartit els seus
vots entre les opcions b–g , que formen un 60%, estiguessin tots ells d’acord
en considerar que l’opcio´ a e´s la pitjor. Aix´ı doncs, la majoria relativa pot
donar perfectament la victo`ria a una opcio´ que tingui me´s detractors que
partidaris ! Aquesta observacio´ es coneix com a paradoxa de Borda , per
Jean-Charles de Borda, un matema`tic i enginyer france`s que va fer aquesta
observacio´ en 1770–1784 [13, cap. 5].
Evidentment, aixo` no pot passar quan l’opcio´ me´s votada te´ un suport
superior al 50% de l’electorat (ja que x > 1/2 implica x > 1− x). En aquest
cas diem que l’opcio´ en qu¨estio´ te´ el suport d’una majoria absoluta de
l’electorat.3 Degut a aixo`, tot sovint els reglaments pertinents estableixen
2Cal tenir en compte que la terminologia anglesa presenta certes difere`ncies que es
presten a confusio´: Aix´ı, majority ja significa tot sovint majoria absoluta, i simple majo-
rity tambe´ ! (en contraposicio´ a qualified majorities, o supermajorities, e´s a dir, llindars
superiors al 50%). Per a expressar el que nosaltres en diem majoria simple s’usa el terme
plurality . Aix´ı, el que nosaltres hem anomenat vot uninominal es tradueix per plurality
method, o me´s cla`ssicament, first-past-the-post.
3El terme majoria absoluta vol dir un suport superior al 50%, pero` per a ser precisos
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L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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un requisit de majoria absoluta per a poder adoptar decisions. Ara be´,
quan hi ha me´s de dues opcions, llavors pot passar fa`cilment que cap d’elles
assoleixi la majoria absoluta. Segons el tema de que` es tracti, de vegades
pot tenir sentit no prendre cap decisio´, pero` altres vegades sera` necessari
adoptar alguna de les alternatives plantejades. En tal cas, si no disposem de
cap informacio´ addicional, llavors no hi ha me´s remei que conformar-se amb
l’opcio´ me´s votada.
Malgrat la paradoxa de Borda, el vot uninominal e´s forc¸a utilitzat, inclu´s
en decisions tan importants com l’eleccio´ del cap de govern de bastants pa¨ısos,
incloent els Estats Units d’Ame`rica. Tal com hem vist me´s amunt, per a fer-
ho millor cal obtenir me´s informacio´ sobre les prefere`ncies dels votants. En
aquest sentit, una possibilitat prou coneguda e´s el procediment de doble
volta , que Franc¸a ve utilitzant des de 1789 per a elegir el president de la
repu´blica: si en la primera volta no hi ha cap candidat que assoleixi una
majoria absoluta, llavors es fa una segona volta entre els dos candidats me´s
votats. Aixo` certament pal.lia el problema, pero` no el soluciona completa-
ment: no costa gaire d’imaginar exemples que mostren com a la segona volta
podem estar triant “entre el foc i les brases”.
Val a dir que aquestes paradoxes no so´n simples especulacions teo`riques.
De tant en tant es donen casos reals on, encara que no hi hagi informacio´ so-
bre les prefere`ncies detallades dels electors, s’entreveuen situacions ano`males
de l’estil que hem descrit. Aix´ı per exemple, en les eleccions presidencials
franceses de 2002, els vots de la primera volta van quedar molt repartits entre
els setze candidats presentats, i segons una opinio´ molt estesa que va quedar
plenament confirmada a la segona volta, el segon candidat me´s votat tenia
bastants me´s detractors que partidaris; malgrat aixo`, en la primera volta els
dos primers candidats nome´s diferien en un 2% dels vots, de manera que un
sistema d’una sola volta, que ja hem dit que s’utilitza en bastants pa¨ısos, ha-
gue´s estat molt a prop de donar la victo`ria a un candidat amb me´s detractors
que partidaris.
Tambe´ e´s de notar que en el cas de col.lectius molt nombrosos les segones
voltes suposen una despesa molt elevada, la qual es pot estalviar fa`cilment
mitjanc¸ant el vot preferencial que considerem en la seccio´ que segueix.
Un altre defecte important del vot uninominal e´s el fenomen del “vot u´til”:
Quan un votant es troba en la situacio´ que (a) el seu candidat me´s preferit
cal especificar el conjunt a que` es refereix aquest percentatge; t´ıpicament es tracta o be´ de
tot l’electorat o be´ nome´s del conjunt de vots va`lids.
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te´ poques perspectives d’e`xit, i al mateix temps (b) ell, el votant, te´ unes
prefere`ncies marcades entre els candidats que s´ı tenen perspectives d’e`xit,
llavors aquest votant es veu condu¨ıt a no votar el seu candidat me´s preferit
sino´ un altre amb me´s perspectives d’e`xit. I quan es do´na (a) pero` no (b),
e´s fa`cil que el votant en qu¨estio´ opti per l’abstencio´. Com e´s sabut, aquest
fenomen afavoreix el bipartidisme i fa dif´ıcil que prosperin noves iniciatives.
En qualsevol cas, el fet e´s que el vot u´til falseja el missatge dels votants.
2 Aprovacions i puntuacions
El problema del vot u´til es pot eliminar fa`cilment permetent que cada votant
doni una llista de totes les opcions que ell considera acceptables. Cada op-
cio´ es valora llavors pel nombre de votants que l’han considerat acceptable.
Aquest procediment s’anomena vot d’aprovacio´ .
Una altra possibilitat, que de fet es pot veure com una generalitzacio´ del
vot d’aprovacio´, e´s demanar a cada votant que puntu¨ı totes les opcions en
una escala prefixada, com ara els valors enters del 0 al 10. Cada opcio´ es
pot valorar llavors per la seva puntuacio´ total, o el que e´s equivalent, per la
seva puntuacio´ mitjana . O`bviament, el vot d’aprovacio´ correspon al cas
especial en que` l’escala de puntuacio´ es redueix als valors 0 i 1.
De tota manera, aquests me`todes no eliminen pas la paradoxa de Borda,
e´s a dir, la possibilitat que guanyi una opcio´ que e´s considerada la pitjor
per una majoria absoluta de votants. Aixo` e´s obvi des del moment que els
votants encara poden concentrar la seva aprovacio´ o puntuacio´ en una sola
opcio´, la qual cosa e´s equivalent a un vot uninominal. D’altra banda, no costa
gaire de trobar la paradoxa en altres exemples on els vots no es concentren
cadascun d’ells en una sola opcio´.
3 Vot preferencial i posicions mitjanes
Per tal d’evitar la paradoxa dalt assenyalada i obtenir resultats me´s en-
certats, Borda va proposar que cada votant expresse´s les seves prefere`ncies
mitjanc¸ant una ordenacio´ completa de totes les opcions, des de la me´s pre-
ferida fins la me´s rebutjada. Aquesta forma de votar e´s un cas especial del
que avui s’anomena vot preferencial . Un vot preferencial consisteix en
una llista d’opcions ordenades per ordre de prefere`ncia, pero` en general no
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cal que la llista sigui completa i d’altra banda s’admet la possibilitat d’ex-
pressar la indifere`ncia entre dues o me´s opcions. Aix´ı ente`s, el concepte de
vot preferencial inclou la possibilitat que el votant opti per escollir una sola
opcio´. Tanmateix, el que importa e´s que el votant no estigui obligat a proce-
dir d’aquesta manera, sino´ que, si vol, pugui destacar i comparar mu´ltiples
opcions.
Per no allargar-nos massa, per regla general en aquest article limitarem la
nostra atencio´ a vots preferencials consistents en ordenacions completes i sen-
se empats, altrament dites ordres totals. Mentre no especifiquem el contrari,
en el que segueix una “ordenacio´”, o un “ordre”, voldra` dir automa`ticament
un ordre total.
Per a especificar una ordenacio´ podem fer-ho indicant la posicio´ o nu´mero
d’ordre de cada opcio´; la me´s preferida tindra` assignat el nu´mero 1, la segu¨ent
el nu´mero 2, i aix´ı successivament. A partir d’aquesta informacio´, la idea de
Borda consisteix essencialment en mesurar el grau d’acceptacio´ col.lectiva
de cada opcio´ mitjanc¸ant la seva posicio´ mitjana , e´s a dir, la mitjana
aritme`tica dels nu´meros d’ordre que li han estat assignats pels diferents elec-
tors; evidentment, com me´s petit sigui el resultat, me´s acceptada s’ha de
considerar aquella opcio´.
Per exemple, suposem que hi ha set opcions, a,b ,c ,d,e ,f ,g , i cinc vo-
tants, A,B,C,D,E. Si es vol, en lloc de cinc votants se’n poden considerar cinc
milions, en el qual cas cadascuna de les lletres A–E representa un milio´ de vo-
tants que expressen tots ells la mateixa ordenacio´. En qualsevol cas, suposem
que les cinc ordenacions expressades pels votants so´n les que s’especifiquen
en la taula segu¨ent, mitjanc¸ant els corresponents nu´meros d’ordre.
Vots
Id A B C D E r¯ k
a 1 1 7 7 7 4.600 5
b 4 2 3 3 1 2.600 1
c 2 6 2 4 2 3.200 3
d 3 3 1 2 5 2.800 2
e 6 4 5 6 4 5.000 6
f 7 5 6 1 3 4.400 4
g 5 7 4 5 6 5.400 7
Taula 1. Exemple A, posicions mitjanes.
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Les columnes r¯ i k donen respectivament la posicio´ mitjana de cada opcio´ i
el seu nu´mero d’ordre final en ordenar segons r¯. Noti’s que l’opcio´ a hauria
estat la guanyadora en una votacio´ uninominal (que nome´s contempla les
primeres posicions), pero` les posicions mitjanes no li donen pas la victo`ria,
sino´ que la deixen en cinque` lloc. Segons les posicions mitjanes, la victo`ria
correspon a l’opcio´ b .
Tot aixo` sembla prou raonable. Sobretot, ja esta` be´ que no guanyi l’op-
cio´ a, ja que hi ha una majoria absoluta de votants que la posen en u´ltim lloc.
Pero` l’exemple precedent nome´s e´s un cas particular dins d’una varietat molt
gran de possibilitats (per a 7 opcions i 5 votants el nombre de possibilitats di-
ferents e´s de l’ordre de 1014, e´s a dir, cent milions de milions !). ¿Podem estar
realment segurs de que les posicions mitjanes no donaran mai la victo`ria a una
opcio´ que sigui considerada la pitjor per una majoria absoluta de votants?
Be´, la resposta e´s que s´ı (sempre que els votants donin ordres complets),
pero` per a arribar a aquesta conclusio´ de cara`cter general cal una demostra-
cio´, e´s a dir una argumentacio´ rigorosa. En aquest cas no e´s gaire dif´ıcil de
construir-ne una, i invitem el lector a que s’hi posi.4
Borda no va ser pas el primer en proposar el me`tode que estem consi-
derant. Bastant abans, concretament en 1433/34, Nicolau de Cusa ja havia
proposat la mateixa idea dins d’un pla de reforma del Sacre Imperi Roma-
nogerma`nic [13, cap. 4]. Val a dir que tant el de Cusa com Borda i la major
part d’autors posteriors formulen el me`tode no en termes de les posicions o
nu´meros d’ordre r, sino´ en termes dels seus “complementaris” N − r + 1.
Malauradament, l’u´s de les posicions mitjanes per a definir la prefere`ncia
col.lectiva encara do´na lloc a paradoxes. En els apartats que segueixen veu-
rem tres aspectes concrets on aquest me`tode resulta criticable i millorable.
4 Independe`ncia respecte a alternatives irre-
llevants
Per comenc¸ar, considerem la taula 1 i suposem que el conjunt d’opcions es
redueix a les tres millors en termes de les seves posicions mitjanes, e´s a dir les
opcions b ,c ,d. Si es vol, podem imaginar que els altres candidats preveuen
un mal resultat i decideixen retirar-se. Suposem que els votants mantenen
4Indicacio´: A me´s de sumar la taula de nu´meros d’ordre en sentit horitzontal de cara
a obtenir les posicions mitjanes r¯, tambe´ resulta interessant sumar-la en sentit vertical.
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seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
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1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
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Figura 1. Una butlleta de vot preferencial
les seves prefere`ncies sobre les opcions que resten en peu. Tot i aix´ı, el fet que
hagin desaparegut algunes opcions comporta certes variacions en els nu´meros
d’ordre de les que subsisteixen. Doncs be´, tal com mostra la taula segu¨ent,
en l’exemple concret que estem considerant aixo` fa variar el resultat final: en
lloc de b , ara guanya l’opcio´ d !
Vots
Id A B C D E r¯ k
b 3 1 3 2 1 2.000 2
c 1 3 2 3 2 2.200 3
d 2 2 1 1 3 1.800 1
Taula 2. Exemple A′, posicions mitjanes.
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O sigui, que sense que els votants modifiquin les seves prefere`ncies, el gua-
nyador pot dependre de la prese`ncia o abse`ncia d’altres candidats, encara que
aquests obtinguin pitjors resultats ! Certament, tals inconsiste`ncies so´n forc¸a
indesitjables.
Aquesta cr´ıtica al me`tode de les posicions mitjanes va ser formulada en
1785–88 per Marie-Jean-Antoine-Nicolas de Caritat, marque`s de Condorcet
[13, cap. 1, §5.5], un matema`tic france`s que citarem repetidament en aquest
article, ja que va fer diverses aportacions fonamentals a la teoria matema`tica
de l’eleccio´ social. Aquestes aportacions van ser realitzades en el context
de la Revolucio´ Francesa, i de fet es pot dir que la mort de Condorcet, que
va tenir lloc en 1794, va ser motivada, almenys parcialment, per les seves
diverge`ncies amb Robespierre en el tema dels me`todes electorals [12, 13].
Per a anar be´, s’hauria de definir l’ordre de prefere`ncia col.lectiva mit-
janc¸ant un me`tode que tingue´s la segu¨ent propietat de consiste`ncia: suposem
que apliquem aquest me`tode a un determinat conjunt d’opcions; fet aixo`, con-
siderem el subconjunt format per totes aquelles opcions que aquest me`tode
ha classificat per sobre d’un cert nivell d’acceptacio´ col.lectiva; doncs be´, en
aplicar el mateix me`tode a aquest subconjunt el resultat hauria de concordar
sempre amb l’ordre abans obtingut. Junt amb aquesta condicio´, tambe´ e´s
raonable demanar una condicio´ ana`loga on el subconjunt d’opcions en con-
sideracio´ estigui format per totes aquelles que hagin quedat classificades per
sota d’un cert nivell d’acceptacio´ col.lectiva. En el que segueix, aquestes dues
condicions seran considerades conjuntament, com a dos components d’una
condicio´ me´s general, la qual rep el nom d’ independe`ncia local respecte
a alternatives irrellevants .
Aquesta condicio´ e´s una variant d’una altra encara me´s general (una mica
massa segons veurem me´s endavant) on el subconjunt d’opcions que es consi-
dera e´s totalment arbitrari. En tal cas es parla simplement d’ independe`ncia
respecte a alternatives irrellevants .
5 Principi cla`ssic de la majoria
L’exemple de la taula segu¨ent il.lustra un altre aspecte indesitjable del me`tode
de les posicions mitjanes. En aquest exemple tambe´ hi ha set opcions, pero`
per al nostre propo`sit nome´s cal mostrar-ne dues.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
10 Votar: no tan fa`cil com sembla, pero` podr´ıem fer-ho millor!
Vots
Id A B C D E r¯ k
a 1 1 1 1 7 2.200 2
b 2 2 2 2 1 1.800 1
Taula 3. Exemple B, posicions mitjanes.
Com es pot veure, les posicions mitjanes donen la victo`ria a l’opcio´ b tot i
que una majoria absoluta de votants considera que l’opcio´ a e´s la millor de
totes.
Aix´ı doncs, el me`tode de les posicions mitjanes viola el segu¨ent principi
fonamental (que ja hem acceptat com a tal en la §1 ): Si una majoria absolu-
ta de votants coincideix en assignar la primera posicio´ a una mateixa opcio´,
llavors aquesta ha de ser la guanyadora. En el que segueix ens referirem a
aquesta condicio´ com a principi cla`ssic de la majoria . La idea general
del principi de la majoria e´s que l’opinio´ d’una majoria absoluta ha de pre-
valer sobre la d’una minoria. L’enunciat de me´s amunt e´s una interpretacio´
concreta d’aquesta idea general; si n’hem dit principi “cla`ssic” e´s perque` me´s
endavant veurem altres interpretacions que no so´n exactament equivalents a
aquesta.
Quan nome´s hi ha dues opcions, llavors no costa gaire de veure (e´s a dir,
demostrar) que les posicions mitjanes sempre estaran d’acord amb el principi
cla`ssic de la majoria.
Tal com acabem de veure, pero`, amb me´s de dues opcions pot passar
que una d’elles tingui una majoria absoluta de primeres posicions i en canvi
la seva posicio´ mitjana no la faci guanyadora.
6 Estrate`gies de vot i robustesa
El mateix mecanisme que fa que les posicions mitjanes puguin infringir el
principi cla`ssic de la majoria tambe´ do´na lloc a un tercer problema, a sa-
ber, la possibilitat d’estrate`gies de vot que desvirtuen el resultat. Aix´ı, en
l’exemple B podria estar passant que en principi l’opinio´ sincera del votant E
consist´ıs en posar l’opcio´ a en segona posicio´, just despre´s de b ; tanmateix,
aixo` donaria la victo`ria a a, i no a b , que e´s la seva opcio´ me´s preferida; en
canvi, posant l’opcio´ a en sete` lloc, contra la seva opinio´ sincera, aquest vo-
tant aconsegueix que guanyi b . Evidentment, davant d’aixo` els altres quatre
votants podrien optar per una estrate`gia ana`loga i situar l’opcio´ b en setena
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posicio´. Ara be´, llavors pot arribar a oco´rrer que la victo`ria no vagi a parar
ni a a ni a b , sino´ a una tercera alternativa que inicialment passava me´s
desapercebuda ! Tot plegat, el resultat final pot ser bastant diferent del que
s’obtindria a partir dels vots sincers.
Tals problemes es van fer evidents en la utilitzacio´ pra`ctica del me`tode
que ens ocupa per l’Institut National des Sciences et Arts de France, que
el va usar des de 1796 fins a 1804. A aquest respecte, Borda de seguida va
recone`ixer que “el seu me`tode nome´s servia per a persones honestes”. Entre
els autors que van estudiar aquesta qu¨estio´, cap esmentar l’il.lustrat andalu´s
Jose´ Isidoro Morales, que el 1797–1805 va publicar una interessant memo`ria
matema`tica sobre el me`tode utilitzat per l’esmentat institut [11].
Aix´ı doncs, una altra propietat que conve´ demanar a un bon me`tode de
votacio´ e´s que no es presti fa`cilment a estrate`gies de vot que puguin desvirtuar
els resultats. Si me´s no, seria bo que el resultat fo´s el me´s estable possible
davant de variacions, volunta`ries o involunta`ries, en els vots expressats pels
votants. Aquesta u´ltima propietat rep el nom de robustesa .
7 Posicions medianes
Alguns dels problemes de la posicio´ mitjana es poden evitar mitjanc¸ant una
lleugera variacio´ que consisteix en considerar la posicio´ mediana . Per a
calcular la mediana d’una se`rie de quantitats, cal ordenar aquestes quantitats
de menor a major; si el nombre de quantitats que estem combinant e´s senar,
llavors la mediana e´s el valor que ocupa la posicio´ central en aquesta ordena-
cio´; si el nombre de quantitats e´s parell, llavors s’acostuma a prendre com a
mediana la mitjana aritme`tica dels dos valors centrals. Aix´ı, la mediana de
(2, 6, 2, 4, 2) e´s el valor me´s central en (2, 2, 2, 4, 6), e´s a dir 2.
La taula segu¨ent aplica el me`tode de les posicions medianes a l’exemple A.
Les columnes r¯ i k donen respectivament la posicio´ mediana i el nu´mero d’or-
dre final que s’obte´ en ordenar segons r¯; en cas d’empats k es converteix en un
interval (me´s endavant ens referirem breument a certs criteris de desempat).
Com es pot veure, segons aquest me`tode l’opcio´ guanyadora no e´s ni a (la
que hauria guanyat en una votacio´ uninominal), ni b (la guanyadora segons
les posicions mitjanes), sino´ c .
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
12 Votar: no tan fa`cil com sembla, pero` podr´ıem fer-ho millor!
Vots
Id A B C D E r¯ k
a 1 1 7 7 7 7 7
b 4 2 3 3 1 3 2–3
c 2 6 2 4 2 2 1
d 3 3 1 2 5 3 2–3
e 6 4 5 6 4 5 4–6
f 7 5 6 1 3 5 4–6
g 5 7 4 5 6 5 4–6
Taula 4. Exemple A, posicions medianes.
A partir de les definicions es dedueix fa`cilment que les posicions medianes
sempre estan d’acord amb el principi cla`ssic de la majoria. En efecte, per la
definicio´ de mediana e´s clar que si una opcio´ e´s posada en primera posicio´
per me´s de la meitat dels votants, llavors la seva posicio´ mediana sera` igual
a 1, mentre que per a qualsevol altra aquest para`metre sera` superior o igual
a 2 (ja que els votants que puguin situar aquesta segona opcio´ en primera
posicio´ seran sempre menys de la meitat). Aix´ı, en l’exemple B les posicions
medianes donen la victo`ria a l’opcio´ a, sense deixar-se influir, com els passa a
les posicions mitjanes, per la posicio´ extremadament dolenta que el votant E
assigna a aquesta opcio´. En general, es pot dir que la posicio´ mediana d’una
opcio´ no es veu afectada per una radicalitzacio´ de les seves posicions me´s
dolentes (ni tampoc de les me´s bones). En altres paraules, la posicio´ mediana
e´s me´s robusta que la posicio´ mitjana.
Aquestes bones propietats han fet que les posicions medianes s’hagin obert
camı´ en diversos cercles com a criteri ba`sic de decisio´ col.lectiva. Un d’aquests
cercles e´s el ball esportiu, on cada competicio´ compta amb diversos jutges
que ordenen els participants, cada jutge segons el seu criteri, i es tracta
de combinar aquestes ordenacions en un resultat final. De fet, el criteri de
les posicions medianes es pot recone`ixer dins d’un me`tode que Condorcet
proposava el 1792/93 per a una nova constitucio´ francesa [12, cap. 10–12,
vegi’s especialment pp. 249–250] i [13, cap. 8]. Tal com veurem en la seccio´ que
segueix, en anys anteriors Condorcet havia introdu¨ıt un altre punt de vista
me´s fonamental, pero` en el cas d’un gran nombre de candidats aquest punt
de vista presentava certs inconvenients que el van portar a idear un me`tode
me´s pra`ctic. Val a dir que la proposta de Condorcet sobre la constitucio´
francesa no va tenir e`xit, sino´ tot el contrari: de fet, va progressar una altra
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versio´, la qual va ser criticada per Condorcet, i aixo` va fer que aquest fos
declarat tra¨ıdor i mor´ıs a la preso´ ! [12, §1.6] i [13, p. 37] De totes maneres, el
me`tode pra`ctic de Condorcet s’utilitzava poc despre´s a la ciutat de Ginebra,
i me´s tard, a principis del segle xx, en alguns estats de Nord-Ame`rica, on
aquest me`tode e´s atribu¨ıt a James W. Bucklin [18, p. 203–206].
Els empats en les posiciones medianes es poden resoldre —fins a cert
punt— de diverses maneres. Condorcet i Bucklin ho fan atenent al nombre
de votants que situen l’opcio´ en qu¨estio´ en una posicio´ igual o millor que
la mediana (com me´s gran aquest nombre, millor). Una altra possibilitat
consisteix en usar les posicions mitjanes retallades: Una mitjana retallada
es una mitjana obtinguda despre´s de descartar un nombre predeterminat
de valors extrems a banda i banda. Amb un moment de reflexio´ es veu de
seguida que la mediana no e´s altra cosa que la mitjana me´s retallada de
totes. D’acord amb aixo`, resulta natural resoldre els empats en les posici-
ons medianes basant-se en posicions mitjanes cada vegada menys retallades.
Aplicat a l’exemple A, aquest criteri do´na com a resultat el segu¨ent ordre:
c  b  d f  e  g  a.
8 Comparacio´ per parelles
Pero` les posicions medianes tampoc so´n la panacea. En particular, l’orde-
nacio´ segons les posicions medianes tampoc te´ la propietat d’independe`ncia
local respecte a alternatives irrellevants. Si insistim en mirar de complir
aquesta condicio´, fa`cilment ens veiem condu¨ıts a comparar dues opcions se-
gons el nombre de votants que prefereixen l’una a l’altra, independentment
de quines siguin les posicions concretes que cada votant hagi assignat a aque-
lles opcions dins de tot el conjunt. Aquest punt de vista condueix a resultats
diferents dels me`todes anteriors. Aix´ı, en l’exemple A les posicions medianes
donen la victo`ria a l’opcio´ c , pero` quan aquesta e´s confrontada amb l’opcio´ d
veiem que aquesta u´ltima e´s preferida a l’anterior per una majoria absoluta
de votants, a saber els votants B,C,D. De fet, podem veure que des d’aquest
punt de vista l’opcio´ d guanya a qualsevol altra, de manera que mereix ser
considerada com la me´s preferida pel col.lectiu.
El punt de vista de la comparacio´ per parelles consisteix doncs en con-
frontar cada opcio´ amb totes les altres. La informacio´ obtinguda en aquestes
confrontacions do´na lloc a una matriu com la que es mostra a la dreta de la
taula segu¨ent, que correspon a l’exemple A:
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
14 Votar: no tan fa`cil com sembla, pero` podr´ıem fer-ho millor!
Vots
Id A B C D E
a 1 1 7 7 7
b 4 2 3 3 1
c 2 6 2 4 2
d 3 3 1 2 5
e 6 4 5 6 4
f 7 5 6 1 3
g 5 7 4 5 6
Alternatives
a b c d e f g
- 2 2 2 2 2 2
3 - 3 2 5 4 5
3 2 - 2 4 3 5
3 3 3 - 4 3 5
3 0 1 1 - 3 2
3 1 2 2 2 - 3
3 0 0 0 3 2 -
Taula 5. Exemple A, comparacions per parelles
Cada casella de la matriu compara les dues opcions que encapc¸alen respecti-
vament la fila i columna corresponents a aquella casella; concretament, cada
casella do´na el nombre de votants que prefereixen la primera a la segona.
Per exemple, quan comparem b amb f veiem que hi ha 4 votants que afa-
voreixen b sobre f i nome´s un, a saber D, que opina a l’inreve´s; aix´ı, la
casella situada en la fila b i la columna f conte´ un 4, mentre que la casella
situada en la fila f i la columna b conte´ un 1. Si el nombre de votants que
prefereixen una opcio´ a una altra constitueix una majoria absoluta (cosa que
nosaltres indiquem mitjanc¸ant l’u´s de lletra negreta) llavors e´s forc¸a raona-
ble admetre que la primera opcio´ e´s col.lectivament preferida a la segona.
En consona`ncia amb aixo`, resulta natural adoptar el segu¨ent principi, que
anomenarem principi de la majoria segons Condorcet : Si una opcio´
e´s col.lectivament preferida a qualsevol altra en el sentit precedent, llavors ha
de ser la guanyadora. Tal com ja hem indicat, en l’exemple A el principi de
Condorcet do´na la victo`ria a l’opcio´ d; en efecte, en la matriu de compara-
cions per parelles les caselles de la fila corresponent so´n totes elles majories
absolutes.
A partir dels enunciats es veu de seguida que el principi de la majoria
segons Condorcet constitueix una extensio´ del principi cla`ssic. Quan una
opcio´ e´s la guanyadora segons el principi de Condorcet, en general el conjunt
majoritari de votants que la consideren millor que una altra pot dependre de
quina e´s aquesta altra opcio´; quan no hi tal depende`ncia, llavors tenim un
guanyador segons el principi cla`ssic. Aix´ı, en l’exemple A l’opcio´ d guanya
a cadascuna de les altres en el sentit de Condorcet, pero` nome´s hi ha un
votant, a saber C, que la considera millor que totes les altres, de manera que
aquesta opcio´ no assoleix la victo`ria en el sentit del principi cla`ssic.
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El punt de vista de la comparacio´ per parelles e´s la idea fonamental pro-
pugnada per Condorcet des de 1785 [13, cap. 1, §5.4]. Uns cent anys me´s
tard la mateixa idea va ser considerada, sembla ser que independentment,
per Charles Lutwidge Dodgson, me´s conegut pel sobrenom de Lewis Carroll
[13, cap. 12]. D’altra banda, de fet aquesta idea fonamental es remunta al
segle xiii, en que` el mateix Ramon Llull proposava ja me`todes d’eleccio´ basats
sistema`ticament en aquest punt de vista [8] i [13, cap. 3]. En vista d’aixo`,
d’ara en endavant ens referirem a la matriu de comparacio´ per parelles com
a matriu de Llull .
Figura 2. Inici de l’ Artificium electionis personarum, escrit per
Ramon Llull abans del 1283. Co`pia del segle xv conservada a la
Biblioteca Apostolica Vaticana (Codex latinus 9332, fol. 11r–12v).
En el marc de la comparacio´ per parelles, la situacio´ no e´s tan diferent
d’un torneig on cada opcio´ s’enfronta amb cadascuna de les altres i cada
enfrontament do´na un resultat concret. Aix´ı, en l’exemple A podem dir que
b guanya a f per 4 a 1, mentre que d guanya a b per 3 a 2. Malauradament,
aquesta similitud amb un torneig esportiu arriba me´s lluny del que hom
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
16 Votar: no tan fa`cil com sembla, pero` podr´ıem fer-ho millor!
voldria: de vegades els resultats dels diferents enfrontaments no so´n coherents
amb una relacio´ d’ordre. En una terminologia me´s matema`tica, encara que les
prefere`ncies dels votants siguin relacions transitives, la relacio´ de prefere`ncia
col.lectiva que en resulta no te´ perque` ser transitiva. Aix´ı, en l’exemple A
veiem que e guanya a f i f guanya a g , pero` e perd davant de g . Aquest
fenomen es coneix com a paradoxa de Condorcet , i els cicles com el que
acabem d’assenyalar s’anomenen cicles de Condorcet .
En particular, aquests cicles poden fer que no hi hagi cap opcio´ que
guanyi a totes les altres, e´s a dir, que no hi hagi cap guanyador en el sentit
de Condorcet. Per exemple, si prenem l’exemple A i ens restringim a les
opcions e ,f ,g s’obte´ una situacio´ d’aquest tipus. A continuacio´ donem dos
altres exemples del mateix estil. L’exemple C e´s d’alguna manera el cas me´s
senzill possible. Al seu costat donem un altre exemple on el cicle no e´s tan
“sime`tric”. Aquest u´ltim exemple considera 100 votants, 49 dels quals donen
l’ordre A, 33 donen l’ordre B, i els altres 18 donen l’ordre C.
Vots
Id A B C
a 1 2 3
b 2 3 1
c 3 1 2
Alt
a b c
- 2 1
1 - 2
2 1 -
Taula 6. Exemple C
49 33 18
Id A B C
a 1 2 3
b 2 3 1
c 3 1 2
Alt
a b c
- 82 49
18 - 67
51 33 -
Taula 7. Exemple D
La paradoxa de Condorcet tambe´ fa veure que la condicio´ general d’inde-
pende`ncia respecte a alternatives irrellevants e´s massa exigent. Me´s concre-
tament, aquesta condicio´ e´s incompatible amb altres condicions fonamentals,
com ara el principi cla`ssic de la majoria. Per exemple, suposem que tenim
un me`tode que aplicat a l’exemple D do´na la victo`ria a l’opcio´ a; segons la
condicio´ general d’independe`ncia respecte a alternatives irrellevants, si supri-
mim l’opcio´ b hauria de seguir guanyant a, pero` aixo` contradiu el principi
cla`ssic de la majoria, ja que 51 votants sobre 100 prefereixen c a a. Un
argument similar es pot adduir contra la tesi de donar la victo`ria a b , o de
donar-la a c . O sigui, que si volem donar la victo`ria a algu´ hem de renunciar
o be´ a la condicio´ general d’independe`ncia respecte a alternatives irrellevants
o be´ al principi cla`ssic de la majoria. Pero` un me`tode que viole´s aquest u´ltim
principi no tindria res a veure amb el que tothom espera d’un me`tode de
votacio´. Aix´ı doncs, ens veiem condu¨ıts a renunciar a la condicio´ general
Xavier Mora 17
d’independe`ncia respecte a alternatives irrellevants. Aquestes observacions
estan associades al nom de Kenneth J. Arrow, un economista nord-america`
que pels volts de 1950 va demostrar matema`ticament certs resultats d’in-
compatibilitat d’aquest tipus, i que posteriorment, el 1972, va rebre el premi
Nobel d’economia. Val a dir, pero`, que la condicio´ d’independe`ncia local
respecte a alternatives irrellevants s´ı que resulta compatible amb el principi
de la majoria. De fet, me´s avall veurem me`todes concrets que combinen
aquestes dues propietats.
Tornant al problema de fons, el cas e´s que el principi de la majoria segons
Condorcet no e´s suficient per a resoldre casos com ara l’exemple D. Per a
avanc¸ar me´s, convindria donar resposta a les preguntes segu¨ents:
• Qu¨estio´ 1. ¿Com podr´ıem estendre el principi de Condorcet per tal
de determinar el guanyador en una situacio´ el me´s general possible?
• Qu¨estio´ 2. ¿Com podr´ıem obtenir un ordre que representi la relacio´
de prefere`ncia col.lectiva?
• Qu¨estio´ 3. ¿Com podr´ıem quantificar amb me´s precisio´ el grau d’ac-
ceptacio´ col.lectiva de cada opcio´?
Noti’s que aquestes qu¨estions estan relacionades entre elles: una resposta a la
qu¨estio´ 2 implica automa`ticament una resposta a la qu¨estio´ 1, i una resposta
a la qu¨estio´ 3 implica automa`ticament una resposta a les qu¨estions 1 i 2.
9 El paper de les matema`tiques
Despre´s del que hem vist en els apartats anteriors, e´s relativament lo`gic tenir
una sensacio´ me´s aviat pessimista sobre la possibilitat de donar una resposta
satisfacto`ria a les qu¨estions que acabem de plantejar. Certament, tot apunta
en la direccio´ de que “cap me`tode no e´s perfecte”. Ara be´, encara que no hi
hagi cap me`tode “perfecte”, aixo` no treu que alguns me`todes siguin millors
que altres en certs aspectes concrets. El problema e´s que hom no es pot
fiar de les aparences: tal com hem pogut comprovar, el tema e´s un laberint
de paradoxes, o si me´s no, de situacions on me`todes aparentment raonables
donen lloc a resultats que clarament no ho so´n. Aix´ı doncs, per tal de poder
donar alguna resposta fiable a aquelles qu¨estions cal ser especialment precisos
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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en el llenguatge i curosos de la validesa lo`gica dels raonaments; aixo` fa que
resultin molt adients les matema`tiques.
Si pretenem garantir que un me`tode concret compleix determinades propi-
etats, d’entrada cal que tant el me`tode com les propietats en qu¨estio´ estiguin
especificats de manera inequ´ıvoca, i a partir d’aqu´ı cal sustentar l’afirmacio´
en qu¨estio´ mitjanc¸ant una demostracio´ matema`tica, e´s a dir una argumen-
tacio´ de lo`gica “escrupulosa”. Algunes vegades aquesta demostracio´ pot ser
relativament senzilla, pero` tot sovint pot ser bastant me´s complicada del
que podia semblar a primera vista. Malauradament, aquesta complicacio´
comporta un aparell te`cnic (terminologia especialitzada, notacio´ simbo`lica
—les fo´rmules—, i invocacio´ de resultats me´s abstractes) que te´ com a con-
sequ¨e`ncia inevitable un cert distanciament entre les matema`tiques i les seves
aplicacions pra`ctiques. Tot i aix´ı, en el cas dels me`todes de votacio´ el pro-
blema no e´s tan greu, ja que d’una banda tothom coneix l’aspecte pra`ctic i
d’altra banda els objectes matema`tics adients so´n forc¸a elementals.
Des d’un punt de vista pra`ctic, l’u´nic que interessa so´n les conclusions d’a-
questa ana`lisi matema`tica, especialment en el sentit de saber si un me`tode
concret te´ garantida o no una determinada propietat. D’acord amb aixo`,
en aquest article no entrarem en els detalls de les demostracions me´s intrica-
des, la qual cosa ens permetra` d’evitar tecnicismes i apropar-nos al llenguatge
ordinari tot mantenint la precisio´ necessa`ria.
Per a representar matema`ticament les prefere`ncies dels votants, i tambe´
les prefere`ncies col.lectives, resulta molt adient el concepte matema`tic de
relacio´ (bina`ria), i especialment el cas particular de les relacions d’ordre.
Equivalentment, tambe´ podem representar aquests objectes mitjanc¸ant ma-
trius o grafs. A continuacio´ introduim breument aquests conceptes i la seva
relacio´ amb el problema que ens ocupa.
Per comenc¸ar tenim un conjunt d’opcions A, el qual suposem finit.
Un sistema de prefere`ncies qualitatives sobre A es pot identificar amb una
relacio´ sobre A, e´s a dir, un conjunt ρ format per parelles ordenades d’ele-
ments de A. A partir de dos elements diferents x, y de A es poden formar
dues parelles ordenades diferents, xy i yx. Si el conjunt ρ inclou xy pero`
no yx, llavors entendrem que l’opcio´ x e´s preferida a y. Si ρ inclou a la
vegada xy i yx, llavors entendrem que les opcions x i y tenen el mateix grau
d’acceptacio´. Finalment, si ρ no inclou ni xy ni yx, llavors entendrem que
no hi ha informacio´ al respecte de la comparacio´ entre x i y. Les parelles
de la forma xx no so´n rellevants per als nostres propo`sits, de manera que
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nome´s les tindrem en compte quan aixo` agilitzi el llenguatge. Equivalent-
ment, un sistema de prefere`ncies qualitatives es pot representar mitjanc¸ant
una matriu de Llull elemental , e´s a dir una taula del mateix estil que les
de la §8 on cada parella ordenada xy te´ assignada una puntuacio´ ρxy igual a
0, 1 o 1/2 d’acord amb la regla segu¨ent:
ρxy =

1, si xy ∈ ρ i yx /∈ ρ;
1/2, si xy ∈ ρ i yx ∈ ρ;
0, si xy /∈ ρ.
(1)
Finalment, un sistema de prefere`ncies qualitatives es pot representar tambe´
mitjanc¸ant un graf dirigit . Aquest terme fa refere`ncia a una representacio´
gra`fica on els elements de A estan representats per punts i les parelles xy que
formen el conjunt ρ estan representades per segments o arcs orientats que van
de x a y. Per exemple, a continuacio´ es donen aquestes tres representacions
diferents per a un mateix sistema de prefere`ncies qualitatives sobre el conjunt
A = {a, b, c, d}:
{ ab, bc,
bd, ca,
cd, da, }
a b c d
a - 1 0 0
b 0 - 1 1
c 1 0 - 1
d 1 0 0 -
a
b
c
d
Figura 3. Tres maneres de representar un sistema de prefere`ncies
qualitatives
Una ordenacio´ (completa), o ordre (total), e´s una classe especial de re-
lacio´ que compleix les tres propietats segu¨ents: transitiva : si ρ inclou a la
vegada xy i yz, llavors tambe´ inclou xz; antisime`trica : ρ no pot incloure a
la vegada xy i yx amb x 6= y; total, o completa : si ρ no inclou xy, llavors ha
d’incloure forc¸osament yx. Per exemple, les tres representacions que donem
a continuacio´ corresponen totes elles a l’ordre a  b  c  d:
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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{ ab, ac,
ad, bc,
bd, cd, }
a b c d
a - 1 1 1
b 0 - 1 1
c 0 0 - 1
d 0 0 0 - d
a
b
c
Figura 4. Tres maneres de representar un ordre
La matriu associada a un ordre ρ pren una forma especialment senzilla quan
ordenem les seves files i columnes segons ρ: tal com il.lustra la figura prece-
dent, llavors tenim el valor 1 en les caselles situades per sobre de la diagonal
i 0 en les de sota.
La matriu de Llull d’una votacio´ preferencial no e´s me´s que la suma de les
matrius elementals corresponents a les relacions de prefere`ncia expressades
pels votants. En s´ımbols:
vxy =
∑
k
ρkxy, (2)
on vxy denota el nombre de votants que posen x per davant de y —notacio´
que mantindrem a partir d’ara—, k recorre el conjunt de votants, i (ρkxy)
e´s la matriu de Llull elemental corresponent a ρk, la relacio´ de prefere`ncia
expressada pel votant k.
Aix´ı doncs, en el marc de la comparacio´ per parelles les prefere`ncies indi-
viduals so´n agregades en el sentit me´s propi de la paraula, e´s a dir, mitjanc¸ant
una suma. Tal com hem vist, el problema e´s que de vegades —com ara en els
exemples C i D— la matriu resultant no es presta fa`cilment a ser interpretada
com un sistema de prefere`ncies.
10 El criteri de coincide`ncia ma`xima
Suposem que cada votant expressa les seves prefere`ncies mitjanc¸ant un ordre
i que el resultat el busquem tambe´ en forma d’un ordre (en la terminologia de
la §8 ens estem plantejant doncs la qu¨estio´ 2). A no ser que tots els votants
donin exactament el mateix ordre, e´s obvi que qualsevol ordre concret que po-
guem proposar com a resultat tindra` algunes discrepa`ncies amb els votants.
D’altra banda, e´s obvi que hi haura` algun ordre que reduira` el nombre de
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discrepa`ncies a un mı´nim, o el que e´s equivalent, maximitzara` el nombre de
coincide`ncies amb els votants. Certament, sembla forc¸a raonable adoptar tal
ordre com a representatiu de la relacio´ de prefere`ncia col.lectiva. En el que se-
gueix, aquesta proposta rebra` el nom de criteri de coincide`ncia ma`xima .
Noti’s que en principi no estem parlant pas del grau de coincide`ncia entre els
votants, sino´ del grau de coincide`ncia amb ells per part de l’ordre que volem
adoptar com a resultat (encara que tambe´ te´ sentit mesurar la primera cosa
en funcio´ de la segona).
Per suposat, cal que estigui ben clar com es compta el grau de coin-
cide`ncia. Donats dos ordres, entendrem que el nombre de coincide`ncies entre
ells e´s el nombre de parelles no ordenades d’opcions on ambdo´s ordres estan
d’acord en quina de les dues opcions e´s me´s preferida que l’altra. Per exem-
ple, el nombre de coincide`ncies entre els ordres a b  c i c  a b e´s 1,
ja que de les tres parelles possibles {a, b}, {a, c}, {b, c} els dos ordres nome´s
estan d’acord en la parella {a, b}.
En termes de les respectives matrius de Llull elementals, el nombre de
coincide`ncies entre dos ordres ρ i ξ ve donat per C(ρ, ξ) =
∑
x 6=y ρxy ξxy.
Quan reemplacem ρ per mu´ltiples ordres ρk, un per cada votant, llavors el
nombre total de coincide`ncies amb ξ e´s la suma
∑
k C(ρ
k, ξ), que en termes
de la matriu de Llull es pot reescriure com
C(v, ξ) =
∑
x 6=y
vxy ξxy. (3)
Tenint present que ξxy val 1 o 0 segons que la parella xy estigui ordenada o
no segons ξ, no costa gaire de veure que C(v, ξ) e´s la suma de les caselles que
queden per sobre de la diagonal quan les files i columnes de la matriu de Llull
(vxy) s’ordenen segons ξ. El criteri de coincide`ncia ma`xima consisteix doncs
en trobar un ordre ξ que maximitzi aquesta suma. En el cas de l’exemple D
es veu fa`cilment que el ma`xim s’aconsegueix amb l’ordenacio´ a  b  c.
Tal com mostra l’exemple C, de vegades la coincide`ncia ma`xima es pot
aconseguir mitjanc¸ant diversos ordres diferents; en aquest cas, tenim tres
solucions, a saber a  b  c, b  c  a i c  a  b. En consequ¨e`ncia,
sembla bastant inevitable concloure que les tres opcions estan empatades.
En l’exemple A ens trobem tambe´ amb tres solucions, a saber, l’ordre d 
b  c  e  f  g  a i dos me´s que s’obtenen a partir de l’anterior canviant
la part e  f  g per f  g  e i per g  e  f . Aix´ı doncs, en general
el criteri de coincide`ncia ma`xima pot donar lloc a mu´ltiples resultats. Evi-
MAT 2
MATerials MATema`tics
Volum 2006, treball no. 1, 14 pp.
Publicacio´ electro`nica de divulgacio´ del Departament de Matema`tiques
de la Universitat Auto`noma de Barcelona
www.mat.uab.cat/matmat
Trigonometria esfe`rica i hiperbo`lica
Joan Girbau
L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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dentment, quan l’electorat e´s molt nombro´s aquestes situacions so´n altament
improbables.
No costa gaire de veure que el criteri de coincide`ncia ma`xima constitueix
una extensio´ del principi de Condorcet. Dit d’una altra manera, si hi ha una
opcio´ u que guanya a qualsevol altra en les comparacions per parelles, llavors
aquesta opcio´ encapc¸alara` qualsevol ordre que maximitzi la coincide`ncia amb
els votants. Per a demostrar aquesta afirmacio´ nome´s cal considerar un ordre
que no estigui encapc¸alat per u i constatar que si traslladem u cap amunt
augmenta el nombre de coincide`ncies amb els votants. En efecte, la hipo`tesi
que u guanya a qualsevol x en les comparacions per parelles vol dir que, sigui
quina sigui x, sempre hi ha me´s votants que posen u per davant de x que no
a l’inreve´s.
De manera similar, podem veure tambe´ que el criteri de coincide`ncia
ma`xima compleix la condicio´ d’independe`ncia local respecte a alternatives
irrellevants. Dit d’una altra manera, si ξ e´s un ordre de A que maximitza
la coincide`ncia amb els votants i A˜ e´s un interval de ξ, llavors la restriccio´
de ξ a A˜, diguem-ne ξ˜, tambe´ maximitza la coincide`ncia amb els votants
(pel que fa a les opcions de A˜). Per a demostrar aquesta afirmacio´ nome´s cal
suposar l’existe`ncia d’un altre ordre de A˜, diguem-ne σ˜, que tingue´s major
coincide`ncia amb els votants que ξ˜, i constatar que una subtitucio´ de ξ˜ per σ˜
dins de ξ donaria un nou ordre de A que tindria major coincide`ncia amb els
votants que ξ.
Finalment, tambe´ es pot veure fa`cilment que el criteri de coincide`ncia
ma`xima compleix la segu¨ent propietat de consiste`ncia respecte als votants:
Si es considera una divisio´ del conjunt de votants en dues parts i hi ha un
ordre que maximitza la coincide`ncia amb cadascuna d’aquestes dues parts
per separat, llavors aquest ordre maximitza tambe´ la coincide`ncia amb tot el
conjunt sencer de votants.
La formulacio´ precisa del criteri de coincide`ncia ma`xima data dels anys
1950–60, en que` aquest criteri va ser considerat independentment per diver-
sos autors. Avui dia se l’acostuma a associar a un d’ells en concret: John
George Keme´ny, un matema`tic d’origen hongare`s que va ser ajudant d’Al-
bert Einstein i que posteriorment va col.laborar en l’invencio´ del llenguatge
BASIC de computacio´. Keme´ny es va ocupar del problema de l’eleccio´ social
en un interessant article titulat Mathematics without numbers.
El 1978, H. Peyton Young i Arthur Levenglick van demostrar que el criteri
de coincide`ncia ma`xima es l’ u´nic criteri de combinacio´ d’ordenacions que,
a me´s de tractar per igual a tots els votants i a totes les opcions (la qual cosa
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estem donant per suposat en tot moment), compleix les segu¨ents propietats:
(a) si hi ha unanimitat en posar x per davant de y, llavors l’ordre col.lectiu
tambe´ ho fa aix´ı; (b) independe`ncia local respecte a alternatives irrellevants;
i (c) consiste`ncia respecte als votants en el sentit descrit me´s amunt. Aix´ı
doncs, si estem segurs que ens interessen aquestes propietats y no altres,
llavors hem d’adoptar el criteri de coincide`ncia ma`xima. El problema e´s que
me´s avall veurem altres me`todes que compleixen altres propietats diferents
tambe´ molt interessants.
A tot aixo`, encara no hem dit com determinar l’ordre que aconsegueix
la coincide`ncia ma`xima. En principi aquest problema te´ una solucio´ o`bvia:
nome´s cal provar tots els ordres possibles i veure quin d’ells do´na el millor
resultat. Tanmateix, a no ser que el nombre d’opcions sigui molt petit, aixo`
de seguida comporta molt de temps de ca`lcul, inclu´s per a un ordinador.
Aquest problema es pot pal.liar lleugerament mitjanc¸ant l’aplicacio´ de certes
estrate`gies me´s elaborades, pero` tot i aix´ı el temps de ca`lcul encara creix molt
de pressa amb el nombre d’opcions; de fet, els medis actuals no permeten anar
gaire me´s enlla` d’unes 25 opcions.
Figura 5. Ramon Llull (ca1233–1315). Les seves idees sobre vota-
cions van ser redescobertes cinc segles mes tard.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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11 L’algorisme d’ordenacio´ de comparacions 5
Recordem que vxy do´na el nombre de votants que estan d’acord en considerar
que x e´s millor que y. Aix´ı doncs, com me´s gran sigui vxy me´s rao´ hi ha per
a que la relacio´ de prefere`ncia col.lectiva inclogui aquesta opinio´, e´s a dir,
que inclogui la proposicio´ x  y. Aquesta idea porta a definir la relacio´
de prefere`ncia col.lectiva mitjanc¸ant el segu¨ent algorisme: Considerem les
diverses proposicions x  y per ordre decreixent de vxy; en cada pas, la
proposicio´ corresponent e´s adoptada sempre que no contradigui les que ja
han estat adoptades fins llavors, e´s a dir, sempre que no tanqui un cicle;
el proce´s continua fins que les proposicions adoptades determinen un ordre
total.
En general, pot oco´rrer que dues o me´s proposicions tinguin el mateix
suport vxy. En aquests casos el resultat pot dependre de l’ordre en que` es
considerin les proposicions empatades. Per simplificar les coses, d’ara en
endavant evitarem sistema`ticament aquest cas, que es pot considerar una
complicacio´ te`cnica pero` no essencial. Quan convingui, suposarem que els
valors de vxy so´n tots ells diferents i per tant no hi ha empats. O`bviament,
aquesta hipo`tesi es compleix amb una alta probabilitat quan l’electorat e´s
molt nombro´s. En altres moments admetrem empats pero` amb la condicio´
que el resultat no depengui de l’ordre en que` es considerin les proposicions
empatades.
L’algorisme d’ordenacio´ de comparacions e´s bastant me´s ra`pid que els
algorismes a que` ens referiem en l’apartat anterior per a obtenir un ordre de
coincide`ncia ma`xima. Cap preguntar-se si potser hem descobert una manera
ra`pida d’obtenir tals ordres. Pero` la resposta e´s negativa: no costa gaire
de trobar exemples on aquests dos me`todes donen resultats diferents. A
continuacio´ donem un exemple d’aquest tipus que de pas servira` per a il-
lustrar l’aplicacio´ de l’algorisme que estem considerant. En aquest exemple
tenim quatre opcions a,b ,c ,d i 100 votants, els quals especifiquen certs
ordres que resulten en la segu¨ent matriu de Llull:
5El terme ordenacio´ de comparacions l’utilitzem com a traduccio´ de l’angle`s ranked
pairs. O`bviament no ho podiem traduir per parelles ordenades, ja que aquest u´ltim terme
s’utilitza regularment amb un altre significat ben diferent.
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Alt
Id a b c d
a - 53 52 46
b 47 - 52 57
c 48 48 - 53
d 54 43 47 -
Taula 8. Exemple E
L’aplicacio´ de l’algorisme d’ordenacio´ de comparacions porta a adoptar suc-
cessivament les segu¨ents proposicions, on els super´ındexs indiquen el suport
associat a cada proposicio´: (1) b 57 d; (2) d 54 a, que combinada amb l’an-
terior ens do´na b  d a; (3) c 53 d (pero` no a 53 b , que formaria un cicle);
i (4) b 52 c (pero` no a 52 c , que tambe´ formaria un cicle); aixo` completa
l’ordre b  c  d a. Les coincide`ncies d’aquest ordre amb els votants so´n
52 + 57 + 47 + 53 + 48 + 54 = 311. Pero` aquest no e´s pas el ma`xim valor
possible. De fet, la coincide`ncia ma`xima la do´na l’ordre a b  c  d, que
totalitza 53 + 52 + 46 + 52 + 57 + 53 = 313 coincide`ncies. Certament es
tracta d’una difere`ncia mı´nima, pero` amb les definicions que hem donat no
hi ha me´s remei que admetre que els resultats so´n diferents. I segons com es
miri so´n ben diferents, ja que en un cas guanya a mentre que en l’altre cas
aquesta opcio´ queda en u´ltima posicio´ !
Malgrat aquestes possibles diverge`ncies amb el criteri de coincide`ncia
ma`xima, l’algorisme d’ordenacio´ de comparacions tambe´ respecta sempre
el principi de Condorcet. A me´s d’aixo`, a continuacio´ veurem que te´ altres
propietats forc¸a interessants. Per a les corresponents demostracions remetem
el lector a [18, p. 219–223].
12 Consiste`ncia respecte a clons
Una propietat molt interessant de l’algorisme d’ordenacio´ de comparacions
e´s l’anomenada consiste`ncia respecte a clons. Per a explicar en que` consisteix
i fer veure el seu intere`s, sera` millor comenc¸ar per un exemple. Suposem que
un grup d’estudiants esta` planejant un viatge de fi d’estudis i te´ sobre la taula
tres opcions pel que fa al mitja` de transport: a autocar, b ferrocarril, c avio´.
Imaginem que aquestes tres opcions tenen respectivament els segu¨ents per-
centatges de partidaris: 40%, 35%, 25%, i que aquestes quantitats ja floten
en l’ambient abans de votar. Davant d’aixo`, a un dels partidaris de b se li
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L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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ocorre una idea per a fer que guanyi la seva opcio´ preferida: aprofitant que
hi ha dues companyies diferents d’autocars que fan el recorregut planejat en
unes condicions molt similars, nome´s cal aconseguir que la votacio´ consideri
quatre opcions: a1 autocar de la companyia 1, a2 autocar de la companyia 2,
b ferrocarril, c avio´. Els percentatges de partidaris d’aquestes quatre opci-
ons seran ara semblants a 20%, 20%, 35%, 25%. En una votacio´ uninominal
aquesta estratagema aconseguiria el seu objectiu de fer que guanye´s b (i les
opcions a tampoc tindrien cap oportunitat encara que es fes una segona volta
entre les dues me´s votades). Si considerem vots preferencials, llavors el que
passi dependra` d’altra informacio´ que no hem especificat, pero` la idea e´s que
un bon me`tode hauria de ser resistent a aquest tipus d’estratagemes.
Me´s exactament, un conjunt de clons vol dir un subconjunt d’opcions
que tots els votants posen en posicions consecutives. I un me`tode que de-
termina un ordre col.lectiu diem que e´s consistent respecte a clons quan
compleix les dues condicions segu¨ents: (a) sempre que hi ha un conjunt de
clons, els seus membres ocupen posicions consecutives tambe´ en l’ordre col-
lectiu; i (b) quan s’afegeixen o se suprimeixen clons el resultat nome´s pot
canviar en l’ordre intern del corresponent conjunt de clons. Aix´ı, en l’exem-
ple del viatge de fi d’estudis, les opcions a1 i a2 constituiran o no un conjunt
de clons segons sigui cert o no que tots els votants les posen en posicions
consecutives. Si estem realment en aquest cas i el me`tode que utilitzem e´s
consistent respecte a clons, llavors l’estratagema que hem descrit me´s amunt
no te´ cap possibilitat d’e`xit: si en el primer plantejament guanyava a, en el
segon plantejament guanyara` a1 o a2, pero` no pas b .
Doncs be´, es pot demostrar que l’algorisme d’ordenacio´ de comparacions
e´s consistent respecte a clons. En canvi, el criteri de la coincide`ncia ma`xima
no te´ pas aquesta propietat.
De fet, l’objectiu d’assolir la consiste`ncia respecte a clons va ser el que
vers 1986/87 va portar Thomas M. Zavist i T. Nicolaus Tideman a idear
l’algorisme d’ordenacio´ de comparacions. D’altra banda, la idea essencial
d’aquest algorisme es pot trobar ja en certs passatges de l’obra fonamental
publicada per Condorcet l’any 1785 [12, p. 129].
En l’exemple que hem posat me´s amunt els clons apareixien com a resultat
d’una estratagema ordida per una de les parts a fi de dividir un altre sector
de l’electorat. A la pra`ctica tambe´ e´s frequ¨ent el cas d’una divisio´ me´s
esponta`nia, deguda senzillament a una profusio´ de candidats relativament
similars. En el marc del vot uninominal tals situacions formen part de la rao´
de ser dels partits i de les coalicions. Hom pot arribar a preguntar-se, doncs,
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fins a quin punt podria canviar el paper d’aquestes entitats si s’use´s el vot
preferencial junt amb un me`tode consistent respecte a clons.
13 Suport indirecte · Primera part
Malgrat la interessant propietat que acabem de veure, el criteri de coin-
cide`ncia ma`xima encara te´ un atractiu especial, ja que deixa ben clar que` es
prete´n aconseguir de la solucio´. En canvi, l’algorisme d’ordenacio´ de compa-
racions apareix com una idea pra`ctica me´s o menys afortunada que no sabem
exactament a que` respon. Doncs be´, una altra propietat notable de l’algoris-
me d’ordenacio´ de comparacions e´s que tambe´ e´s possible caracteritzar-lo en
termes d’un criteri clar i raonable.
Una vegada me´s, sera` millor comenc¸ar per un exemple. Suposem que
tenim el cas de l’exemple E i que decidim donar com a resultat l’ordre de
coincide`ncia ma`xima, a saber a b  c  d. Els partidaris de d podrien pro-
testar dient que d ha de quedar per davant de a, ja que la proposicio´ d a
te´ el suport d’una majoria absoluta de votants, i en particular te´ me´s suport
que la proposicio´ contra`ria a d. De seguida es veu que el problema e´s degut
a l’existe`ncia de cicles de Condorcet, de manera que no costa gaire d’argu-
mentar en sentit contrari: tambe´ tenen el suport d’una majoria absoluta les
proposicions a b i b  d, de les quals se’n deriva que a d. Ara be´, els
partidaris de d encara podrien replicar que les magnituds concretes d’aques-
tes u´ltimes majories so´n respectivament a 53 b i b 57 d, i que la manera me´s
raonable de mesurar la forc¸a de la proposicio´ derivada a d e´s prendre el
mı´nim d’aquells dos nombres, e´s a dir 53; en canvi, la proposicio´ d a esta`
recolzada de manera directa per 54 votants. Davant d’aixo`, podriem posar-
nos a buscar altres cadenes de comparacions d’on se’n derivi que a d, a
veure si en podem trobar alguna que tingui una forc¸a superior a 54, pero` la
veritat e´s que no n’hi ha cap, de manera que ens veiem incapac¸os de rebatre
la protesta.
Certament, no estaria malament poder evitar sistema`ticament tals situ-
acions. A continuacio´ formulem aquesta idea d’una manera me´s precisa i
general. Suposem que tenim una matriu de Llull i estem considerant la pos-
sibilitat de donar com a resultat un determinat ordre ξ. Aquest ordre no e´s
me´s que una manera especial d’especificar una prefere`ncia dins de cada pare-
lla d’opcions. En principi, ens agradaria que aquestes prefere`ncies estiguessin
d’acord amb les majories absolutes de la matriu de Llull. A continuacio´ ho
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formulem d’una manera lleugerament diferent, la qual e´s equivalent a l’an-
terior en el cas complet, e´s a dir, quan cada vot es pronuncia sobre totes les
parelles possibles d’opcions (pero` no en el cas incomplet, que per regla gene-
ral deixem fora d’aquest article). En principi ens agradaria que es compl´ıs la
segu¨ent condicio´:
(cd) xy ∈ ξ si i nome´s si la proposicio´ x  y te´ me´s suport que la
proposicio´ contra`ria y  x.
El problema e´s que aquesta condicio´ pot ser impossible de satisfer.D’una
banda, pot passar que una proposicio´ i la seva contra`ria estiguin empatades.
Pero` ja hem dit que els empats so´n una complicacio´ te`cnica no essencial;
per tal d’evitar-los, d’ara en endavant suposarem que els valors de vxy so´n
tots ells diferents.El problema realment greu e´s la possibilitat de cicles de
Condorcet, els quals so´n incompatibles amb la condicio´ precedent des del
moment que ξ e´s un ordre.Davant d’aixo`, resulta interessant demanar nome´s
el segu¨ent:
(cs) xy ∈ ξ si i nome´s si la proposicio´ x  y te´ un “suport indirecte dins
de ξ” superior al suport directe en favor de la proposicio´ contra`ria
y  x.
Aqu´ı, el suport indirecte dins de ξ vol dir el ma`xim suport que es pot
obtenir “a trave´s d’un camı´” que segueixi l’ordre ξ. Aix´ı, en l’exemple E el
suport directe a la proposicio´ a  b e´s 53 i el suport directe a la proposicio´
contra`ria b  a e´s 47, pero` dins de l’ordre ξ = b  c  d a la proposicio´
b  a te´ un suport indirecte igual a 54, degut al camı´ b 57 d 54 a. Tal com il-
lustra aquest exemple, el suport a trave´s d’un camı´ e´s el valor mı´nim dels
suports directes a les proposicions interme`dies (per tant, el suport indirecte
dins d’un ordre e´s el ma`xim d’un mı´nim).
En el que segueix ens referirem a les condicions (cd) i (cs) respectivament
com a condicions de comparacio´ directa i de comparacio´ semidirecta.
En lloc de “comparacio´” potser n’haur´ıem de dir “bicomparacio´”, ja que
de fet estem comparant (la forc¸a de) dues comparacions (a saber, x  y i
y  x).
Doncs be´, es pot demostrar que (en abse`ncia d’empats) l’ordre que s’obte´
mitjanc¸ant l’algorisme d’ordenacio´ de comparacions e´s exactament l’u´nic or-
dre que compleix la condicio´ de comparacio´ semidirecta.
A partir d’aquest resultat es dedueix fa`cilment que l’algorisme d’ordena-
cio´ de comparacions tambe´ compleix la condicio´ d’independe`ncia local respec-
te a alternatives irrellevants. El lector pot comprovar fa`cilment la prese`ncia
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d’aquesta propietat en el cas particular de l’exemple E.
14 Suport indirecte · Segona part
A hores d’ara el lector no se sorprendra` si diem que el me`tode d’ordena-
cio´ de comparacions tambe´ e´s criticable: Seguint amb l’exemple E, on hem
vist que aquest me`tode resulta en l’ordre b  c  d a, els partidaris de
c poden argumentar que, posats a considerar suports indirectes, el camı´
c 53 d 54 a 53 b do´na a la proposicio´ c  b un suport indirecte igual a 53,
mentre que la proposicio´ b  c arriba com a ma`xim a 52, tant directament
com a trave´s del camı´ b 57 d 54 a 52 c . El problema de fons e´s que la con-
dicio´ de comparacio´ semidirecta (cs) no usa les mateixes regles de joc a
l’hora d’assignar un suport a una proposicio´ x  y i la seva contra`ria y  x:
D’aquestes dues proposicions, la que esta` d’acord amb l’ordre ξ es mesura
mitjanc¸ant el suport indirecte dins de ξ, mentre que l’altra es mesura mit-
janc¸ant el suport directe. D’alguna manera, aixo` constitueix un tracte de
favor per a la proposicio´ que esta` d’acord amb l’ordre ξ. En lloc d’aixo`, pot-
ser seria me´s adient que ambdues proposicions es mesuressin amb un mateix
criteri.
Aquestes consideracions porten a considerar la segu¨ent alternativa a les
condicions (cd) i (cs), que en direm condicio´ de comparacio´ indirecta :
(ci) xy ∈ ξ si i nome´s si la proposicio´ x  y te´ un suport indirecte
superior al suport indirecte de la proposicio´ contra`ria y  x.
Aqu´ı, el suport indirecte d’una proposicio´ vol dir simplement el ma`xim
suport que aquesta pot obtenir a trave´s d’un camı´ arbitrari (en lloc de camins
restringits a seguir l’ordre ξ).
Aquesta condicio´ va ser introdu¨ıda l’any 1997 per Markus Schulze, que
inicialment la veia com una reformulacio´ del me`tode d’ordenacio´ de compa-
racions, pero` despre´s se’n va adonar que no era pas equivalent [15, a]. En
el cas de l’exemple E, on ja hem vist que hi havia difere`ncies, la condicio´ de
comparacio´ indirecta la compleix nome´s l’ordre c  b  d a. La pregunta
que de seguida es planteja e´s si sempre hi ha un ordre total ξ que compleixi
la condicio´ de comparacio´ indirecta (ci) (recordi’s que aixo` no e´s cert per a
la condicio´ de comparacio´ directa). Dit d’una altra manera, si prenem (ci)
com a definicio´ de la relacio´ ξ, ¿podem estar segurs que ξ e´s sempre un ordre
total? En aquest sentit e´s obvi que la relacio´ ξ e´s antisime`trica, i tambe´ e´s
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1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
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fa`cil de veure que en abse`ncia d’empats llavors e´s total. El quid de la qu¨estio´
e´s la transitivitat, e´s a dir, l’abse`ncia de cicles. Schulze no va tardar gaire en
demostrar que ξ te´ sempre aquesta propietat [15, b]. Aquestes descobertes
es van realitzar i publicar en el marc de la Election Methods Mailing List,
una llista de correu molt activa i interessant.
El resultat e´s un nou me`tode, el me`tode dels camins , que tambe´ respec-
ta el principi de Condorcet i que mante´ la propietat de consiste`ncia respecte
a clons.
Una altra propietat forc¸a interessant del me`tode dels camins e´s que pot
ser complementat amb una mesura quantitativa de l’acceptacio´ col.lectiva de
cada opcio´. Aquesta mesura la proporciona un algorisme que ha estat pro-
posat a [6] amb el nom de me`tode CLC (per “Continuous Llull-Condorcet”).
El cara`cter quantitatiu ve donat per la combinacio´ de certes propietats que
especifiquen els valors que s’han d’obtenir en certs casos extrems i una pro-
pietat de variacio´ cont´ınua del resultat en funcio´ de la frequ¨e`ncia relativa de
cada vot (la qual cosa esdeve´ especialment significativa quan hi ha un gran
nombre de votants). Des d’aquest punt de vista quantitatiu no e´s gens es-
trany que petites variacions en el contingut dels vots, o en el me`tode aplicat,
puguin donar lloc a grans variacions en l’ordre de prefere`ncia col.lectiva (com
ara que una opcio´ salti de la primera posicio´ a l’u´ltima). En tals casos, el que
esta` passant e´s simplement que hi ha graus molt similars d’acceptacio´ col-
lectiva, de manera que petites pertorbacions poden resultar en ordres molt
diferents.
15 La dimensio´ pra`ctica
L’aplicacio´ del me`tode dels camins requereix calcular els suports indirectes
de totes les proposicions. Aixo` significa considerar totes les parelles possibles
aix´ı com tots els camins possibles entre les dues opcions que formen cada pa-
rella. Tot i que el problema s’acaba reduint a un nombre finit de possibilitats,
quan el nombre d’opcions comenc¸a a ser una mica gran el temps de ca`lcul
s’allarga apreciablement, inclu´s per a un ordinador. Com en el cas del criteri
de coincide`ncia ma`xima, aixo` limita l’aplicabilitat del me`tode dels camins, i
de la valoracio´ CLC, a conjunts no massa grans d’opcions, diguem que fins
a un nombre de l’ordre de dues dotzenes.
D’altra banda, aquest nombre e´s me´s que suficient en molts a`mbits, i
actualment hi ha diverses entitats que usen el me`tode dels camins per a de-
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Figura 6. Marie-Jean-Antoine-Nicolas de Caritat, marque`s de Con-
dorcet (1743–1794), figura cabdal de la teoria de l’eleccio´ social.
terminar el resultat de les seves votacions [16, §1]. Moltes d’elles pertanyen
al mo´n de la programacio´ informa`tica, on l’algorisme d’aplicacio´ del me`tode
dels camins e´s un simple exercici. Una d’aquestes entitats e´s el col.lectiu de
desenvolupadors de Debian, una coneguda variant del sistema operatiu Li-
nux (vegi’s [7]). Val a dir que, a me´s de determinar el resultat mitjanc¸ant el
me`tode dels camins, les votacions d’aquesta entitat tambe´ tenen cura d’altres
aspectes importants, com ara la inclusio´ sistema`tica d’una opcio´ de rebuig a
totes les altres (de manera que perdi sentit l’abstencio´ a causa d’opcions no
plantejades), i la publicacio´ dels vots amb els votants identificats mitjanc¸ant
codis secrets, de manera que cada votant pugui comprovar el seu vot, i qual-
sevol persona pugui aplicar el me`tode establert i comprovar el resultat de la
votacio´. Una altra entitat que tambe´ ha adoptat el me`tode dels camins es
la fundacio´ Wikimedia, de la qual en depe`n la coneguda Wikipe`dia (vegi’s
[19]).
De tota manera, i tornant al me`tode de votacio´ pro`piament dit, la veritat
e´s que el me`tode dels camins e´s me´s aviat complex. Aixo` no deixa de ser un
inconvenient. En efecte, un me`tode de votacio´ que els votants no entenen
prou be´ tendeix a ser acusat de defectes que realment no te´, i inclu´s pot
donar peu a que els votants no acceptin els seus resultats. En aquest sentit,
el me`tode dels camins pot ser adient en certs a`mbits, pero` no en altres.
Aix´ı doncs, una altra propietat desitjable que rivalitza amb les que hem
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
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vist e´s la simplicitat del me`tode. Tot prioritzant aquesta propietat, darrera-
ment s’han revaloritzat, i en certa mesura redescobert, me`todes com ara el
vot d’aprovacio´ [5] o les puntuacions mitjanes [17]. Tal com hem comentat
a la §3, en principi aquests me`todes poden caure en la paradoxa de Bor-
da, e´s a dir, donar la victo`ria a una opcio´ que sigui considerada la pitjor
per una majoria absoluta de l’electorat. Tanmateix, es pot argumentar que
tals problemes desapareixen en un escenari que e´s habitual en les eleccions
pol´ıtiques, a saber, quan els electors es mantenen informats sobre la intencio´
general de vot. La idea e´s que en tal situacio´ els votants aniran ajustant
el seu vot de manera que s’evitin resultats contraris al desig d’una majoria.
Aquesta afirmacio´ es pot fonamentar —en la mesura que es compleixin cer-
tes hipo`tesis idealitzadores— mitjanc¸ant una ana`lisi basada en la celebrada
teoria de jocs (vegi’s [14]).
D’altra banda, quan un vot consisteix en puntuar totes les opcions, llavors
e´s interessant valorar cadascuna d’elles no tant per la seva puntuacio´ mitjana,
sino´ per la seva puntuacio´ mediana . La mediana d’una se`rie de quantitats
ha estat definida a la §7, on aplica`vem aquesta nocio´ a les posicions o nu´meros
d’ordre d’una mateixa opcio´ en les diverses ordenacions que alla` donaven els
electors. Els avantatges de la mediana respecte la mitjana indicats a la §7
valen tambe´ quan parlem de puntuacions en lloc de posicions, la qual cosa ha
donat lloc a que recentment alguns autors defensin especialment el me`tode
de les puntuacions medianes [4].
Tanmateix, els me`todes de puntuacio´ (inclo`s el vot d’aprovacio´) nome´s
tenen sentit en la mesura que tots els votants vulguin dir el mateix per cada
possible valor de l’escala de puntuacio´. Aquesta hipo`tesi pot ser raonable
en alguns casos, pero` normalment les votacions tenen a veure amb qualitats
morals, psicolo`giques o este`tiques dels candidats, l’apreciacio´ de les quals e´s
tan poc quantificable com poden ser-ho els sentiments de plaer o de dolor.
En tals contextos, una afirmacio´ com ara “a m’agrada en un grau 7 sobre 10”
te´ un significat molt subjectiu. En canvi, una comparacio´ qualitativa, e´s a
dir una afirmacio´ com ara “prefereixo a a b”, vol dir el mateix per a tothom.
Aix´ı doncs, per regla general conve´ basar-se en prefere`ncies individuals
de tipus qualitatiu. Si es vol primar la simplicitat, potser el me´s apropiat
sigui utilitzar les posicions medianes —tal com ja apuntava Condorcet en
1792/93— junt amb algun dels procediments de desempat que hem descrit
a la §7. En qualsevol cas, el que no hem de fer e´s contentar-nos amb el vot
uninominal. Tal com diu una famosa frase atribu¨ıda a Einstein, “Cal fer-ho
tot tan simple com sigui possible, pero` no me´s simple”.
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16 Conclusions
1. Votar e´s una qu¨estio´ me´s complexa del que sembla a primera vista.
2. La votacio´ uninominal te´ greus defectes.
3. Hi ha altres me`todes me´s encertats.
4. Les matema`tiques so´n essencials per a analitzar aquestes qu¨estions.
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